CORRIGE DE L'EPREUVE:MATH 11-2019

3.2 Corrigé de I'épreuve:Math II-2019
1.1 Un premier exemple:

1.1.1 A étant une matrice de taille 2, alors le polynéme caractéristique de son endomorphisme canoniquement
associé est:
Yo (X) = x,(X) = X? —Tr(A)X +det(4) = X? - 2X = X(X - 2).

Les valeurs propres de u sont ainsi A\; = 0 et lambdas = 2.
A posséde deux valeurs propres distinctes dans R, alors elle est diagonaliable dans Ms(R).

1.1.2 Soit (z,y) € R2.

o(z,y)eEo(u)<:>( ' })(‘;)_ ( 8)<:>x+y—0<:>y——x<:>(x,y)—x(l,—l).
Donc, e; = (1,—-1).

11 z\ _ [ 2z r+y =2z _ _
* (7,y) € Ea(u) < 11 ) ( y ) = ( 2% ) <:>{ vty =2y = y=z<= (z,y) ==z(1,1).
Donc, e = (1,1).
1.1.3 det(e;,ep) = ‘ —11 } ’ = 2 # 0, alors (ej,es) est une base de R%. La matrice de u dans cette base et

0-(0)

1.1.4 Nous avons A = PDP~! avec P = ( 11 0 0

1) P=lo 2 )
A est semblable a la matrice diagonale D de coefficients diagonaux 0 et 2 = T'r(A), alors A vérifie bien la

propriété #.

1.2 Un deuxiéme exemple:

X

1.2.1
X-3 -1 1 \
Xy = -1 X-1 -1 On développe par rapport a la 3¢ ligne
-2 0 X -2
= (X-2)[(X-3)(X-1)—-1-21-X+1)
= (X -2)(X?-4X+3-1+2)
( _9\3

2)3,

On conclut que 2 est 'unique valeur propre de B.

1.2.2 Soit (z,y,2) € R3.
x 0
(z,y,2) € Ker(v—2id ,) <= (B-23) y |=1]0

— (z,y,2)=(0,1,-1).

Ainsi, Ker(v — 2idgs) = Vect((0,1,—1)).

1.2.3 La matrice B posséde une unique valeur propre et ce n’est pas une matrice scalaire, alors elle n’est pas
diagonalisable dans M3(R).
Le polynéme caractéristique de B est scindé dans R, alors B est trigonalisable dans M;(R).

CPGE MOHAMMEDIA




CORRIGE DE L'EPREUVE:MATH 11-2019

1
1.2.4 (i) description Les matrices des coordonnées de v(e;) et v%(e;) sont définies respectivementpar B| 0 | =
0
3 1 8
1 |,etB| 0 |=] 4
2 0 —4
Alors, v(e1) = (3,1,2) et v%(1,0,0) = (8,6,10).
1 3 8
Nous avons, det(er,v(e1),v?(e1)) =| 0 1 6 |=—2+#0 alors (e1,v(e1),v(e1)) est une base de R?.
0 2 10
1 4
(i B3 0 | = 24 | implique v3(e;) = (4,24, 36).
0 36
Cherchons a,b et c tels que v3(e1) = aey + bv(er) + cv®(er). Cela est équivalent a:
a+3b+8c=4 a+3b+8c=4
b+ 6c=24 = b+ 6c=24
2b 4+ 10c = 36 2c =12 eq3 <— 2eqs — eq3
a= -8
= b=-12
c=6
0 0 -8
En conséquence, v3(e;) = —8e; — 12v0(ey) + 60v2(e1), et B = [ 1 0 —12
01 6
1 3 8
(iii) D’aprés ce qui précéde: B = PB'P~!ou P = 01 6 est la matrice de passage de la base
0 2 10

canonique de la base canonique vers la base . B est bien semblable a B' dont les coefficients
diagonaux sont 0,0, Tr(B); donc elle vérifie la propriété &.

2.1 Une caractérisation des homothéties

2.1.1 Soit z € E'\ {0}. La famille (z, f(z)) est liée, alors il existe («, 5) # (0,0) tel que ax + Sf(x) = 0.
Si 8 =0 alors a # 0 et ensuite © = 0 (Absurde). Donc § # 0 et ensuite f(x) = g33; soit A\, = 2. Quant a

B B

l'unicit’e on suppose qu’il existe X, tel que f(z) = \,.z, alors \,.z = \,.z et comme z # 0 on aura A, = \,.
2.1.2 (z,y) lié signifie que z et y sont colinéaires, c’est a dire il existe « € K tel que 2 = ay ou y = az. Soit par

exemple z = ay:

La composition par f nous fera, A,z = \yay ensuite \,x = A\ z, et par unicité A\, = A,.
2.1.3 On introduit dans ce cas de liberté le vecteur x +y. En revanche, on a f(z+y) = A, (¢ +y) et d’autre part

flx4y) = f(z)+ f(y) = Aex+ A\yy; @ainsi Apz+ Ay = A, z+ A, y et donc par liberté on aura A\ =\, = A,
2.1.4 D’aprés ce qui précéde la fonction = — )\, est une constante sur £\ {0} A € K. Donc:

Pour tout z € E, f(z) = Az (i.e. Homothétie de rapport )\); le cas x = 0 est trivialement vérifé.

z+y

2.2 Application a I'’étude de la propriété & dans le cas n = 2.

2.2.1 An’est pas une matrice scalaire indique que u n’est pas une homothétie; d’aprées la question (2.1), il existe
un vecteur e € R? tel que (e,u(e)) est libre, et comme le cardinal de cette famille est égal a 2 = dim(C?),
elle forme une base de C2.

2.2.2 la matrice de u dans la base % est de la forme ) , ou a et b sont des complexes donnés.

0 a
1 b
Par ailleurs, le déterminant (resp. la trace)de u est celui de sa matrice dans une base donnée, alors
det(u) = —a (resp.Tr(u) = b).En conséquence, notre matrice en question est ( (1) _,gf(tg ) )

0 —det(u)
1 Tr(u)
blables, et en conclusion toute matrice qui n’est pas scalaire dans .#5(C), vérifie la propriété .

223 Aet ( > sont associées au méme endomorphisme dans deux bases, alors elles sont sem-
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3.1 Quelques résultats utiles:

3.1.1 Dapres le cours, Tr(A) = A1 + A2 + Az et det(A4) = A A2,

3.1.2 )\, A2 et A3 sont les racines de x4 comptées avec leur ordre de multiplicité, et comme y 4 est unitaire on a:

3 3
xa(X) = (X = A)(X = X) (X — Ng) = X3 — <Z Ai> X2+ 03(A)X = [[Mi = X* = Tr(A4)X® + 02(A) X — det(A).

=1
3.2 Cas ou les 3 valeurs propres de A sont deux a deux distinctes:

3.2.1 e1,e; et e3 sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes, alors % est
libre; en plus elle est de cardinal 3 = dim(E), donc c’est une base de E.
E posséde une base formée de vecteurs propres de u, alors ce dernier est diagonalisable sur E.

3.2.2 u(e) = u(er) +u(ez) + ulez) = Ae1 + Aaea + Azez, et u?(e) = Mep + Adea + Ades.
Soit a7y, as, a3 € C tels que aje + asu(e) + azu?(e) = 0, alors:

(a1 -+ ag)\l + Ol3>\%) er + (Oél + 042)\2 + ag)\g) e + (O[l + 012>\2 + 043)\?)) =0.

C’est a dire,

a1 + Oég)\l + 013)\% =0

o] + Otg)\g + O[g)\% =0

a1 + oo + ad)\g =0
Donc, aj, as, a3 sont solution du systéme de Vandermonde associé aux scalaires deux a deux distincts
A2,73,)\3, donc a1 = ay = ag = 0. Ce qui termine de montrer que % est libre dans E qui est de dimension
3 = card(¥), donc c’est une base de E.

3.2.3 La famille (eq, es, e3) est libre, alors:
u3(e) — Tr(A)u?(e) + o(A)u(e) —det(A)e = 0 <= Vi =1,2,3: X} — Tr(A)\? + o(A)\; — det(A) = 0.

Nous avons pour tout ¢ =1,2,3:

Tr(A)A? — o2(A)N; +det(A) = A7 (A1 4+ A2+ A3) — (A A + AtAs + Aods) + A1 dadg
= A
D’ou le résultat.
0 0 det(A)
324 0na: A =Matg(u)=| 1 0 —oo(A)
0 1 Tr(A)

Aet A" sont les matrices de u dans deux bases de E, alors elle sont semblables.
La diagonale de A est 0,0,7r(A) alors A vérifie bien la propriété £.

3.3 Cas ou A posséde une valeur propre double et une valeur propre simple:

3.3.1 p estla valeur propre simple de u, alors la dimension du sous espace propre associé Ker(u — uldg) vaut
1.
La valeur propre A est double, alors les valeurs possibles de la dimension du sous espace propre associé
Ker(u— Mdg) sont 1 ou 2.

3.3.2 Soit x € F, on a:

r € Ker(u — pldg) N Ker(u — Mdg)? = wu(z) = px et u?(z) — 2\u(z) + \>2 =0 (On a développé au moyen du b
= u(z)=pret (P -2 u+ )z =N-p)?=0

= 2z =0 (Car X # p).

en conséquence, Ker(u — puldg) N Ker(u — Mdg)? = {0}.

D’aprés ce résultat, les sous espaces Ker(u — puldg) et Ker(u — AldEg)
dim(Ker(u — pldg)) + dim(u — AMdg)? < dim(E) < 3.

Donc, 1+ dim(u — Adg)? < 3 ou encore dim(u — M dg)? < 2.

2 sont en somme directe, alors
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3.3.3 11 suffit de voir que (u — Mdg)?(u — pldg) = (u — pldg)(u — Mdg)? = 0.
Soit y € Im(u — pldg) alors il existe z € E tel que y = (v — pldg)(x),
dou (u—Mdg)?(y) = (u— Ndg)*(u — pldg)(z) = 0; ensuite y € Ker(u — M dg)?.
Ce qui prouve que, Im(u — puldg) C Ker(u — MNdg)?.
3.3.4 Drapres le thoreme du rang dim Im(u—puldg) = 2, alors d’apres l'inclusion ci dessus dim Ker(u—Adg)? > 2.
De (3.3.2), on conclut que dim Ker(u — Mdg)? = 2.

3.3.5 Cas ou u est non diagonalisable:

(i) » étant diagonalisable sur £, alors chaque sous espace propre est de dimension égale a l'ordre de
multiplicité de la valeur propre associée; ainsi dim K (v — AMldg) = my = 2.
(ii) Soit a, 8 € C tels que ae + Su(e) = 0, alors:

aey + aes + Buer + frea =0 = a+pu=0, a+pA=0 Car (ey,es) est libre.
= fu=p\ a+pu=0
= [f=0(\#up), a=0.

Ainsi, (e,u(e)) est libre.
On peut remarquer facilement que e et u(e) sont des vecteurs de Vect(ey, es).
D’autre part, u est diagonalisable, alors (ej,eq,e3) est libre (Comme base de vecteurs propres de u),
alors e3 ¢ Vect(er,ez2) et ensuite e; ¢ Vect(e,u(e)); comme on a en plus (e, u(e)) est libre on déduit que
(e,u(e), e3) est libre dans E, son cardinal vaut 3 = dim(F) alors elle en forme une base.
(iii) On a, u(u(e)) = u(pe; + Aex) = p2er + N2ex = —Au(er + e2) + (A + p)(per + Aea) = —Aue + (X + pu(e), et
u(es) = Aes.
Donc la matrice A a la forme proposée dans la question.
AA A
(iv) Calcul matriciel élémentaire. La matrice | —A 0 0 | estinversible, puisque son déterminant vaut
A0 A
A2 #£ 0 (car p =0 et X\ # ), alors en déplacant cette matrice inversible vers I'autre coté de I'égalité, on
0 X =X
conclut que A est semblablea [ —A 0 -\ ) ; cette matrice a pour coefficients diagonaux 0,0 et
AA 2X
2 =pu+ A+ A =Tr(A), donc A vérifie la propriété &.
A+p 0
0 A
a une matrice de coefficients diagonaux 0, 4 + 2, c’est a dire il existe une matrice Q@ € GL;(C) telle
que :

(v) p étant non nul, alors la matrice ) n’est pas scalaire; d’apres la partie 2, elle est semblable

0 'U/ o )\+/,L 0 1 ’ ’ 2
<w/ M+2)\>Q( 0 /\)Q avec (v,w )€ C-.

Par application du produit par blocs matriciels, on a:

1/0 0 0] =Au 0 1[0 0 0 a b
0 1 A+p O 0 =| ¢ O v oua,b,c,d € C.
0 Q 0/ 0 A 0 Q! d w  p+2X

D’aprés la question (iv) et l'opération matricielle ci dessus, on conclut que A est semblable cette
derniére matrice dont les coefficients diagonaux sont 0,0 et Tr(A) = p + 2.
A vérifie ainsi la propriété Z.

3.3.6 Cas ou un’ est pas diagonalisable:

() Ona Ker(u—\dg) C Ker(u—Idg)?, en plus A n'est pas diagonalisable implique dim Ker(u—\dg) < 2
et dim Ker(u — Idg)? = 2, alors Ker(u — Idg) C Ker(u — Idg)?.

(ii) es ¢ Ker(u— Aldg) c’est a dire e, n’est pas un vecteur propre de u, et ensuite u(e;) n’est pas colinéaire
avec ey, d’ou (e, u(ez)) est libre.
Si (e, e, u(ez)) est liée, alors il existe «, 5 € C tels que e; = aea+fu(es) . alors ey € vect(es, u(ez)); comme
c’est une famille libre dans Ker(u—Aldg)? qui est de dimension 2, alors vect(ea, u(e2)) = Ker(u—Mdg)?.
Ensuite, e¢; € Ker(u — Mdg)? et donc u?(ey) — 2Mu(er) + A2e; = 0.
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Cest a dire, (u? —2uX\+ Al)e; =0, comme e; # 0 on aura : (u— \)? =0 et donc \ = i (Absurde).
En conséquence, la famille (ej, e, u(eq)) est libre dans E de dimension 3 égaale au cardinal, donc c’est
une base de E.
(iii) 11 suffit d’exprimer en fonction des vecteurs de la base % pour voir que vect (e, e, u(ez)) = vect(e, u(e), u?(e)),
et que c’est ainsi une base de F.
A= ( ) :

(iv) On a: u(u?(e)) = ae + bu(e) + cu?(e), alors:
A et cette matrice A" sont semblables alors elles ont méme trace donc ¢ = 2\ + w.Ainsi A vérifie la
propriété &.

o = O

0
0
1

o o

3.4 Cas ou A posséde une valeur propre triple:

3.4.1 u posséde une seule valeur propre et sa matrice n’est pas scalaire, alors il n’est pas diagonalisable.

Aa b
A est trigonalisable et non diagonalisable, alors elle est semblable a une matrice de la forme 0 X ¢ )
0 0 A

ab
0 .
0

imKer(u — Mdg) = 1 et

avec (a,b,c) # (0,0,0).

o O Qe

0 b 0
Donc, A — A3 est semblablea ( 0 c | et (A — \I3)? est semblable a ( 0
0 0 0

n oo

Ainsi, si ab # 0 le rang de A — A3 = 2 et celui de (A — \I3)? vaut 1, donc
dim Ker(u — M[dE)? = 2 dou Ker(u — Mdg) € Ker(u — A[dE)?.

Dans le cas ab = 0, le rang de A — M3 = 1 et celui de (A — \I3)? = 0, donc dim Ker(u — AMdg) = 2 et
dim Ker(u — M\3)? = 3, aussi Ker(u — Mdg) C Ker(u — MdE)?.

3.4.2 e n’est pas un vecteur propre de u, alors (e, u(e)) est libre.
3.4.3 On a u(u(e)) = u?(e) = 2 u(e) — A%2e. De méme,

u(es) = ce + du(e) + ae.
) 0 -\ ¢
A=1|1 2x d
0 0 a

Donc la matrice de v dans cette base est:
A et A" sont semblables, alors elle ont méme trace, donc 2\ 4+ a = Tr(A) = 3\ et ensuite a = . C.Q.F.D
3.4.4 Calcul similaire a celui de la question (3.3.5 (v)).

3.4.5 Lorsque A = 0, A sera semblable a un matrice dont la diagonale est 0,0,0; donc elle vérifie la proporiété
2.
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